Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commcrcial parties, including placing technical restrictions on automatcd qucrying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send aulomated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct andhclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers reach new audiences. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http : //books . google . com/| 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Urheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in partnerschaftlicher Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche für Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials für diese Zwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch fiir Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .corül durchsuchen. 



r 

I 



OSTWALDS KLASSIKER 

DEB 

EXAKTEN -WISSENSOHAPTEN 

8. Qebundeii. 



SCIENCE CENTER LIBRARY 



BOÜfillT WITII THE IMCOHE 



PROF. JOHN FAABAIt, LL.D. 
ELIZA FABRAB 



Oit- 




und einfuhen YeiUlt- 
teBttndtelle dei nnorganlMhen 
1611—1813.) HerBUBgegeben 



Nr. 38. B. Bansen und B. E, Boscoe, Photochemische üntersnchimgen. 

(1866—1859.) n. H ä 1 f t e. Herausgegehen v. W. O s t w a 1 d. Mit 

18 Figuren im Text. (107 S.) Ji 1.60. 
40. A. L. Lavoisier u. P. S. de Laplace, Zwei Ahhandlungen über die 

Wärme. (Aus den Jahren 1780 u. 17ö4.> Herausg. von J. Rösen- 

thai: Mit 13 Figuren im Text. (74 S.) M 1.20. 
42. A. V. flamholdt u. J. F. 6ay-Lnssac, Ahhandl. über d. Yolumgesetz 

gasförm. Verbindgn. Herausg. v. W. Ostwald. (42 S.) Jt — .60. 

44. Das Ausdehnungsgesetz der Gase. Abhandlungen von Gay-Lnssae, 

Dalton, Dnlong u. Petit, Rudherg, Magnus, Begnanlt. (1806-1842.) 

Herausgeg. von W. Ostwald. Mit 33 Textflg. (212 S.) Jf 3.— -. 

45. Hnmphry Davy, Elektrochemische Untersuchungen. Vorgelesen in 
d. königl. Societät zu London als Bakerian Lecture am 20. Nov. 1806 
und am 19. Nov. 1807. Herausgeg. von W. Ostwald. Mit 1 TafeL 
(92 S.) Jifl.20. 

52. Aloisins Galvani, Abhandlung üb. d. Kräfte der Elektricität bei der 
Muskelbewegung. (1791.) Herausgegeben v. A. J. v. ettingen. 
Mit 21 Fig. auf 4 Tafeln. (76 S.) jjf 1.40. 

56. Ch. Blagden, Die Gesetze der Überkaltung und Gefrierpunkts- 
erniedrigung. 2 Abhandlungen. (1788.) Herausgegeben von A. J. 
V. Oettingen. (49 S.) jjf — .80. 

67. Fahrenhelt, B^anmnr, Celsins, Abhandlungen über Thermometrle. 
(1724, 1730—1733, 1742.) Herausgeg. von A. J. v. Oettingen. 
Mit 17 Textfiguren. (140 S.) Jf 2.40. 

58. Carl Wilhelm Scheele, Chemische Abhandlung von der Luft und 
dem Feuer. (1777.) Herausgeg. von W. Ostwald. Mit 5 Text- 
flguren. (112 S.) Jf 1.80. 

66. J, W. Doehereiner und Max Pettenkofer, Abhandlungen über die 

Anfänge des natürlichen Systems der chemischen Elemente, nebst 
einer geschichtlichen Übersicht der Weiterentwickelung der Lehre 
von den Triaden der Elemente. Herausgeg. von Lothar Meyer. 
(34 S.) Ji —.60. 

68. Lothar Meyer und D. Mendelejeff, Abhandlgn über das natürliche 
System der chemischen Elemente. (1864—1869 und 1869—1871.) 
Herausg. von Karl Se über t. Mit 1 Tafel. (134 S.) Jf 2.40. 

72. G. Kirchhoff und B. Bnnsen, Chemische Analyse durch Spectral- 
beobachtungen. (1860.) Herausg. von W. s t w a I d. Mit 2 Tafeln 
und 7 Figuren im Text. (74 S.) Ji 1.40. 

74. Claude Louis BerthoUet, Untersuch, üb. die Gesetze d. Verwandt- 
schaft. (1801.) Herausg. von W. Ostwald. (113 S.) jjf 1.80. 

75. Axel Gadolin, Abhandl. über die Herleitung aller kristallograph. 
Systeme mit ihren Unterabteilungen aus einem einzigen Prinzipe. 
(Gelesen den 19. März 1867.) Deutsch herausgeg. von P. Groth. 
Mit 26 Textflguren und 3 Tafeln. (92 S.) JJf 1.50. 

86. Michael Faraday, Experimental-Untersuchungen über ElektrlcitSt. 

HL bis y. Reihe. Elektrolyse. (1833.) Mit 15 Figuren im Text. 

Herausg. von A. J. von Oettingen. (104 S.) Uff 1.60. 
87. VI. bis Vin. Reihe. Elektrolyse. (1834.) Herausg. von 

A. V. Oettingen. Mit 48 Figuren im Text. (180 S.) uff 2.60. 

88. Joh. Friedr. Christian Hessel, Kristallometrle oder Eristallonomle 
und Kristallographie, auf eigentümliche Weise und mit Zugrunde- 
legung neuer allgemeiner Lehren der reinen Gestaltenkunde, sowie 
mit vollständiger Berücksichtigung der wichtigsten Arbeiten und 
Methoden anderer Kristallograph en. (1830.) I. Bändchen. Mit 
8 Tafeln. Herausgeg. von E. Hess. (192 S.) Jt 3.—. 

89. (1830.) II. Bändchen. Mit 3 Tafeln. Herausg. von 

E.Hess. (166 S.) uff 2.80. 



o 



Abhandlungen 



zur 



Kristallographie 



Von 

Quintino Sella. 



Herausgegeben 
von 

F. Zambonini 

in Neapel. 



Mit 8 Figuren im Text. 



I 



Leipzig 
Verlag von Wilhelm Engelmann 

1906. 



V.A>i:k. i70^ .5r4 




77 77 77 77 77 77 77 77 77 77 77 



[45] 

Ober das Terknüpfnngsgesetz der Kristallformen 

einer Substanz. ') 

1. Die Beziehung der verschiedenen Eristallformen, die eine 
Substanz zeigen kann, wenn man die Polymorphiefälle nicht 
berücksichtigt, wurde bis jetzt entweder durch die Achsen, 
auf die jede Fläche bezogen wird, oder durch die Zonen des 
Kristallsystems ausgedrückt. Der Zweck dieser Abhandlung 
ist, einen neuen Ausdruck dieses Gesetzes bekannt zu machen, 
sowie die Herleitung einiger für die theoretische und praktische 
Kristallographie wichtigen Schlüsse, aus den neuen oder aus 
den alten Ausdrücken durch Methoden, die von anderen nicht 
erforscht wurden 2J. 

2. Das Gesetz der Achsen kann man wie folgt zusammen- 
fassen: Es seien alle Kristallformen einer Substanz 
in geeigneter Weise geordnet, und seien die Durch- 
schnittslinien drei oder mehrerer beliebiger Flächen 
als Achsen angenommen, so werden zwei andere be- 
liebige Flächen die Achsen in solchen Entfernungen 
von ihrem gemeinsamen Anfang schneiden, da£ ihr 
Quotient zu den Quotienten der analogen, auf jede 
der anderen Achsen gemessenen Entfernungen in 
rationalem Verhältnisse steht. 

Nehmen wir die Durchschnittslinien dreier gegebener Flächen 
als Achsen und die Entfernungen der Punkte, in denen solche 
Achsen von einer vierten beliebigen Fläche durchschnitten 
werden, vom Koordinatenanfang, als Parameter an, so genügt es, 
um dieses Gesetz in aller Allgemeinheit experimentell zu be- 
weisen, zu untersuchen, ob jede andere Fläche des Kristall- 
systems in bezug auf sie das oben erwähnte Gesetz befriedigt. 
Ist das der Fall, so kann man geometrisch beweisen, daß das 

1* 
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Gesetz auch gültig sein wird, wenn man die Dorchschnittslinien 
anderer beliebiger Flächen als Achsen nnd die Entfernungen 
der Punkte, in denen eine andere beliebige Fläche solche 
Achsen schneidet, vom Anfangspunkte als Parameter annimmt. 

3. Als Beobachtungstatsache setzen wir voraus, daß eine 
Eristallfiäche in ii'gend einem Punkte des Raumes verschoben 
werden kann, ohne daß ihre kristallographische Lage beein- 
flußt wird, sobald sie sich selbst parallel bleibt. 

Seien X, F, Z drei recht- oder schiefwinklige Achsen, 
aus dem Zusammentreffen dreier gegebener Flächen entstanden; 
die Gleichung einer vierten, auf sie bezogenen Fläche kann 

a o c 

sein, wo a, &, c irrational sein können. 

Die Gleichung jeder anderen Fläche, die wir, dem im 
2. Art. ausgedrückten Gesetze gehorchend, annehmen, müßte 
von der Form 



'(T) + '(i) + '(')- 



sein, wo h^k^l rationale Zahlen bedeuten, während e beliebig 
irrational sein kann. 

[46] Setzen wir in der vorstehenden Gleichung 



X I. y . -^ 



'. ^ -/. * ^' 



d. h, nehmen wir a als Maßstab auf der X-, b auf der Y-, 
c auf der Z- Achse an, so wird sie 

(A) hx' + ky'+lx' = e. 

Für eine gegebene Fläche des Kristallsystems sind hj k, l 
Zahlen, deren Verhältnisse bestimmt und rational sind; e ist 
unbestimmt und kann rational, irrational und gleich Null sein. 

Nach Whewell und Miller bezeichnen wir mit. dem Symbol 
hkl die Fläche, deren Gleichung (A) ist. 

4. Seien nun hkl, h'k'V zwei Flächen, deren Durchschnitts- 
linie AB ist; diese Kante sei in Ä durch die Fläche mw^;, 
in B durch die Fläche m'n'jy' begrenzt und in M von der 
Fläche rn!'n"p" geschnitten. Es wird 

AM _ Om' — Oa' 
AB " Ob' -- Oa' 
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sein, und die Werte von Oa'^ Om'^ Ob' könnte man aus den 
x-Werten ableiten, die die zwei ersten Gleichungen befriedigen; 
wir schreiben sie so hin, daß wir sie mit den drei letzten 
nach und nach gleichzeitig bestehend annehmen. 

hx' + ky' -\- Ix' = e , 

h'x' + k'y' + l'z' =e\ 

mx' -^ ny' -{- px' = /", 

m'x' + n'y' +p'x' = /", 




AM' 



Aber auch ohne diese Glei- 
chungen aufzulösen, bemerkt 
man, daß wir die bertlcksich- 
tigten Flächen sich selbst par- 
allel verschieben können, so daß 
e, e', /, /*', f rational werden: 

AM 
wir schließen, daß in sol- 

Ajd 

chem Fall ein rationaler Quotient 

sein wird. 

Ebenso rational wäre das Verhältnis -^^ ^^r Segmente, 

die von denselben Flächen m'n'p'^ m"n"p" auf einer zweiten 

durch A gehenden Kante AB' des Kristallsystems bestimmt 

AM AM' 
sind. Und umsomehr wird —r^\--^r rational sein; dieses 

AB AB 

Verhältnis wird auch rational bleiben, wenn man die Flächen 

m'n'p'^ m"n"p" parallel zu sich selbst beliebig verschiebt, was 

zu beweisen war. 

5. Man kann dasselbe 
elementar beweisen , unter 
Anwendung einiger Eigen- - 
Schäften des Dreiecks, die 
zum Theorem des Ptolemäus 
gehören. 

Wird ein Dreieck ABC 
durch eine Sekante ge- 
schnitten, so sind die Segmente, die sie auf den Seiten bildet, 
in Involation, nämlich 

aß hC cA _ 

aC ' bA' cB^^ 




Fig. 2. 
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[47] und daher, wenn die Verhältnisse der Segmente auf zwei 

Seiten rational sind, muß auch das Verhältnis der Segmente 

der dritten Seite rational sein. 

Auch ist es leicht einzusehen, daß, wenn zwei gerade Linien 

Ätty Bh von zwei Ecken eines Dreiecks gezogen werden, so 

.daß die gegenüberliegenden Seiten 

in Segmente geteilt werden, deren 

,^ , ,, , aB , bÄ 
Verhältnisse — - und t-^ rational 




aC 



bC 



sind, auch die Verhältnisse 



Oa Ob 

Oä''ÖB 

der Teile rational sein müssen, in 

Fig. 3. denen die gezogenen Linien sich 

gegenseitig teilen. 

Sei nun MNP eine Fläche, die die drei Achsen in den Punkten 

Jf , iV, P durchschneidet, und M'N'P eine zweite Fläche, die 

durch denselben Punkt P 

geht, wie die erste. Die 

OM' ON' 
Verhältnisse -7:-— und -^^^^ 

OM ON 

werden rational sein, und 

MQ 

MN 
Wenn wir durch N eine 
dritte Fläche M"NF' gehen 
lassen, die den Durchschnitt 
der zwei vorstehenden PQ 
in R berührt, so wird auch 
MQ' 




daher auch 



MP 



rational sein. Hieraus 



ergibt sich weiter, daß 
ebenso rational ist. 



PR 
PQ 



PR' 



rational und daher auch 



PR' 



Man ziehe nun durch N 
eine andere Fläche, die PQ 
in R' berührt, so wäre auch 

w. z. b. w. 



6. Bei Kristallzeichnungen und bei Anfertigung der Kristall- 
modelle muß man auch die absolute Entfernung berücksichtigen, 
in denen die Flächen die Achsen durchschneiden müssen. In 
diesem Falle handelt es sich nicht nur um den Bau von 
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Polyedern, deren Kantenwinkel die des Kristalls, den man 
darstellen will, sind, sondern auch um die Tatsache, daß man 
ihnen eine Form geben muß, die sich soviel als möglich der 
des Kristalls selbst nähert. 

Naumann hat in seiner sehr vollständigen Kristallographie*) 
diese Aufgabe durch eine Reihe Auflösungen behandelt, die 
jedem Kristalltypus und jeder seiner einfachen Formen eigen 
sind. Er sucht die absoluten Längen der geschnittenen Kanten 
und der Segmente, die auf ihnen gemacht werden, aber die 
Auflösung der Aufgabe ist dadurch wegen der oft sehr kom- 
plizierten Wurzeln, die am Ende der Rechnung immer ver- 
schwinden, erschwert. Nach dem 4. Art. hat man eine sehr 
einfache Auflösung dieser Aufgabe, die von jeder Wurzel frei, 
allen Kristalltypen gemeinsam ist und sich nicht nur auf die ein- 
fachen holoedrischen, hemiödrischen oder tetartoedrischen Formen, 
sondern auch auf aUe denkbaren Flächenkombinationen ausdehnt. 

7. Man habe wie im 4. Art. die Kante ÄB^ die den zwei 
Flächen hkl, h'k'V gebildet und in A durch die Fläche mnp^ 
in B durch die andere Fläche m'n'p' begrenzt und in M von 
m'n'p" geschnitten wird. 

[48] Schreiben wir von neuem 
die Gleichungen dieser Ebenen hin : 

hx'-\-ky' -\-lx' =e, 

h'x' + k'y' +1'%' =e', 

mx' -\- ny' -\-pz' = /", 
m'x' -j-n'y' +p'x' = /"', 
m X -{- n y -\-p z = f . 

Setzt man nun 



P =kl' —k'l 



P' = k'p — nV 



P" = nl — kp 



h k l 

X 

h' k' V 
h' k' V 

X 

mnp 
mnj) 

X 

h k l 




und bedeuten P! P'/ und P!,P", die zu P' und P" analogen 
Zahlen, die man durch Einsetzen von m'n'p' und m'np" für 



*) Naumarm^ Lehrbuch der Kristallographie. Leipzig 1830. 
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mnp erhält, so erhalten wir für die Abszissen der Punkte 
Ä, B und M 

fP + eP' + e'P" 



X = 



X' = 



X" = 



mP+hP'+h'P"' 

fP' + e'P; + e'P", 
m'P-^hP'^+h'P",' 

f"P+eP!, + e'P';, 



nehmen, wo 



ni'P+hP;, + h'P\\ 
nnd endlich 

AM _ X"—X 

AB ~ X' — X 
haben. 

Manchmal ist X = X' = X". In .diesem Falle wird man 

AM __ T'--Y _ Z"— Z 

'ab "" r— r"" z'— z 

y_ fQ + eQ' + e'Q" 
— nQ+kQ'+k'Q" ''^^' 

fR + eR'+e'R" 

h k l h 
Q = Ih' — l'h nsw. X 

h'k'l'h' 

h k l 
R z=z hk' — h'k usw. x 

h' k' V 

8. Die Formeln des vorstehenden Artikels liefern eine sehr 
leichte Auflösung folgender Aufgaben: 

1) Auf einer gegebenen Zeichnung oder einem Kristallmodell 
einen einer neuen Fläche entsprechenden Schnitt zu bestimmen. 
In diesem Falle sind die Zahlen e, e', /*, f von der schon 
vorliegenden Konstruktion des Modells oder der Zeichnung ge- 
geben: f" ist willkürlich, und man kann der Einfachheit wegen 
f" = 1 setzen. 

[49] 2) Die reziproken Entfernungen der verschiedenen 
Flächen des Modells so zu ordnen, daß die entstehende Form 
als passendste erscheine. In diesem Falle bestimmt man die 
Zahlen ee'ff'f usw. durch so viel Bedingungen, als die Figur, 
die das ModeU zeigen soll, fordert. Häufig laufen verschiedene 
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Flächen in einem Punkt zusammen, daß mehrere Kanten gleich- 
weit voneinander abstehen, und ähnliches : wenden wir auf diese 
Fälle die Formel des 7. Art. an, so können wir die wieder- 
holten und lästigen Versuche vermeiden, auf die man bei der 
Zeichnung und bei der Konstruktion von Modellen sehr kom- 
plizierter KristaDe stößt. 

3) . Wenn das Symbol einer Fläche in bezug auf drei Achsen 
gegeben ist, das in bezug auf drei oder mehrere neue Achsen 
zu finden, als Durchschnitte dreier oder mehrerer gegebener 
Flächen*}. Die Auflösung dieser Aufgabe kann als Spezial- 
fall der ersten betrachtet werden 3). 

9. Das Zonengesetz ist folgendes: Jede Kristall fläche 
ist zu zwei oder mehreren Kanten parallel, die im 
Kristall schon vorhanden oder möglich sind. 

Sind vier Flächen gegeben*), so schneiden sie sich in sechs 
Zonen, die auf Grund des in Rede stehenden Gesetzes drei 
neue mögliche Flächen liefern. Der Durchschnitt jeder dieser 
neuen Flächen mit den schon vorhandenen gibt zu einer neuen 
Reihe möglicher Flächen Veranlassung, und wenn wir dies ohne 
Ende fortsetzen, entstehen aus den vier gegebenen Flächen alle 
möglichen Formen des Kristallsystems. 

Übrigens ist die Identität dieses Gesetzes mit dem des 
2. Art. leicht einzusehen. 

Seien hkl^ h'k'V zwei mögliche Flächen des Kristallsystems, 
so werden die Gleichungen ihres Durchschnitts, den wir als 
durch den Koordinatenanfang gehend, annehmen, 

x' y' %' hkl hkl 

kl' — k'l lh'--Vh hk'-'h'k Kl/l' h'k'V 

sein und daher mit allen Koeffizienten rational. Man schließt 
daraus, daß die Gleichungen der möglichen Kanten oder Zonen 
eines Kristallsystems rationale Koeffizienten besitzen. 



*) Die Aufgabe der Transformation der Achsen wurde von 
Herrn • de Senarmont in einer Autographie seiner Vorlesungen an 
der Bergschnle Paris sehr elegant behandelt. Demonstration 
de quelques formules d*une application fr^quente dans 
les calculs cristallographiques. 1 F^vrier. Dort werden 
nicht nur, wie hier, die Symbole der Flächen in bezug auf die 
neuen Achsen betrachtet, sondern auch die Winkel, die letztere 
unter sich bilden, und die Länge der angenommenen Parameter. 



die Gleichungen von zwei beliebigen möglieben Kanten oder 
Zonen, die wir nach Milkr durch die Symbole [rst], [r's'f] 
darstellen: die Gleichung der ihnen parallelen Ebene wird 

Ist' - s-t)z'+ [tr- - Cr) j,' + [rs' - r's]z' = ''/xxx* 
rst rsf 

sein können und wird daher 
einer möglichen Fläche ent- 
sprechen, da rstr's't' sämtlich 
rational sind. 

[30]10. DieWichtigkeitdes 
Zonengesetzes nnd seine außer- 
ordentliche Nützlichkeit in der 
praktischen Kristallographie ist 
von allen modernen Kristallo- 

X graphen hervorgehoben worden. 

Wir werden nur bemerken, daß 
man mit der elementarsten Geo- 
metrie die Bedingung aus- 
dröcken kann, die die Flächen 
derselben Zone verbindet. Las- 
Y sen wir durch einen Punkt P, 

Fig. 6. der so gewählt ist, das 0P=1 

ist, drei Flächen gehen, und 

nehmen wir an, daß sie die Zone PQ gemeinsam haben, so 

wird man z. B. 

OJlf=^; 0N= ^ , 

0M"= ^„ ; 0N"= ?-„ 
m n 

haben. Die Geraden MN, M'N', M"N" mflssen aich nun in 
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einem einzigen Punkt schneiden: ziehen wir die Geraden N'M 
und NM\ so ergibt sich 

N'MM' : N'NM' ::MQ: NQ, 

und wenn N"M*' auch NM in Q schneidet, so ist das Ver- 
hältnis der analogen Dreiecke noch dasselbe, daher 

N'MM' : N'NM' : : N"MM": N"NM'\ 
oder 

ON'[OM'-^ OM) : OM'[ON— ON'] : : ON"[OM"— OM) 

: OM"(ON — ON") 

und endlich 

mnp mnp 

')n"[np' — n'p)-\-n(p7n! — ^jo'm)-f-y(mn' — m'n)-=^0 xxx 

m'n'p' m'n'p' 

11. Man kann das Verknüpfungsgesetz der Kristallformen 
einer Substanz noch wie folgt ausdrücken: 

Man habe ein Ellipsoid, dessen konjugierte Durch- 
messer drei Kristallkanten sind, die in ihrer Länge 
von einer vierten Fläche des Kristalls selbst begrenzt 
sind; jede mögliche Fläche wird der Diametralebene 
parallel sein, die mit einem zu einfer möglichen Zone 
parallelen Durchmesser konjugiert ist; umgekehrt 
wird jede mögliche Zone zu dem Durchmesser pa- 
rallel sein, der mit einer zu einer möglichen Fläche 
parallelen Diametralebene konjugiert ist. 

Hieraus folgt, daß wenn das EDipsoid mittels der vier 
zuerst angenommenen Flächen bestimmt ist, und aus dem Durch- 
schnitt der vierten Fläche mit den drei anderen neue Zonen 
entstehen, die diesen konjugierten Diametralebenen mögliche 
Flächen sein werden. Der Durchschnitt dieser neuen Flächen 
mit den schon existierenden gibt neue Zonen und daher neue 
mögliche Flächen, die mit diesen Zonen konjugiert sind, und 
80 leitet man nach und nach alle möglichen Flächen des 
Kristallsystems ab. 

12. Sind a, &, c die Längen der konjugierten Achsen des 
EUipsoids, so wird dessen Gleichung 

[51] sein, und wenn a, h^ c wie im 3. Art. als Maßstäbe auf 
den X-, Y- und Z- Achsen angenommen werden, wird sie die 
Form der Kegelschnittsgleichung erhalten 

x'i + y'i + z'^=l. 
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Die Gleichung eines im Punkte x', f/', a;' des EUipsoids 
endenden Durchmessers wird 

X' r Z' 



X' y' z' 

sein, und die Gleichung der mit diesem Durchmesser konju- 
gierten Diametralebene, die parallel zu der Ebene sein wird, 
die im Punkte oj', y\ %' das Ellipsoid berührt 

x'X' + y'Y'+%'Z'=0, 

wo -X', y, Z' die Ordinaten des Durchmessers und der 
Diametralebene bedeuten. 

Man habe nun eine mögliche Fläche hkl: die Gleichung 
der zu dieser Fläche parallelen Diametralebene wird 

hX'+kY'+lZ'=0 

sein, und die Gleichung des zu dieser Fläche konjugierten 
Durchmessers 

?^L — IL — ^1. 
. h k l ' 

Dies zeigt, daß die mit der Fläche hkl konjugierte gerade 
Linie eine mögliche Zone ist, deren Symbol \hkl] ist. 

Man habe dagegen eine Kante oder mögliche Zone [mwj:?]; 
der ihr paralleler Durchmesser wird die Gleichungen 

haben, und die Gleichung der mit diesem Durchmesser konju- 
gierten Diametralebene wird 

mX' + nY' + pZ'=0 

sein, d. h. daß die mit einer Zone [mnp] konjugierte Ebene 
eine mögliche Kristallfläche mit dem Symbol mnjp ist. 

13. Der Zusammenhang einer Zone mit ihrer konjugierten 
Fläche zeigt sich geometrisch durch die Gleichheit des Symbols, 
das beide darstellt, und ist in den physikalischen Eigenschaften 
der Kristalle nicht minder klar. Im allgemeinen kann man 
festhalten, daß, wenn eine Zone wichtig ist und dann häufig 
parallele Sti*eifungen zeigt, ihre konjugierte Fläche durch Glanz 
und Vollkommenheit ausgezeichnet ist. 

Die Zukunft wird zeigen, welche Beziehungen zwischen den 
verschiedenen Ellipsoiden bestehen, die in einem Kristall einer- 
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seits die Gesamtheit seiner verschiedenen physikalischen Eigen- 
schaften darstellen, und dem geometrischen EUipsoid, von dem 
wir gesprochen haben. Dana, Brewster u. a. nehmen selbst 
an, daß die Moleküle, aus denen die Kristalle bestehen, als 
ellipsoidal zu betrachten sind. Wir werden hier uns darauf 
beschränken, einige geometiische Eigenschaften der verschiedenen 
Kjistalltypen herzuleiten, die besonders für das Studium der 
Zwillinge wichtig sind. 

Im monometrischen Typus wii-d das EUipsoid eine Kugel: 
daher ist jede zu einer Zone senkrechte Ebene eine mögliche 
Fläche; umgekehrt ist jede zu einer möglichen Fläche Senk- 
rechte auch eine mögliche Zone oder Kante. 

In dem dimetrischen und rhomboedrischen oder hexagonalen 
Typus handelt es sich um ein Rotationsellipsoid. Betrachten 
wir nur die zur Rotationsachse parallelen oder senkrechten 
Flächen und nur die zu dieser Achse senkrechten oder pa- 
rallelen Zonen, so wird noch [52] wahr sein, daß jede zu einer 
Zone senkrechte Ebene eine mögliche Fläche ist, und daß jede 
zu einer Fläche Senkrechte eine mögliche Zone darstellt. Die 
anderen Flächen aber sind im allgemeinen nicht zu möglichen 
Kanten senkrecht. 

In den anderen Kristalltypen ist das geometrische EUipsoid, 
das ihre verschiedenen Formen verbindet, immer dreiachsig. 

Im trimetrischen Typus ist eine der kristaUographischen 
Achsen Haupthalbmesser des EUipsoids: die zwei anderen 
stimmen entweder mit den übrigen Haupthalbmessern überein 
oder sind gegen diese gleich geneigt und untereinander gleich. 

Im monoklinen Typus ist entweder nur eine der kristaUo- 
graphischen Achsen mit einem Haupthalbmesscr des EUipsoids 
übereinstimmend, oder aUe drei sind von den Haupthalbmessern 
verschieden, und in diesem FaUe sind zwei unter ihnen gleich 
und gegen einen der Haupthalbmesser gleich geneigt. 

Im diklinen Typus sind alle drei kristaUographischen Achsen 
von den Haupthalbmessern des EUipsoids verschieden, nur zwei 
von ihnen sind Haupthalbmesser der EUipse, nach der die 
Ebene, die sie enthält, das EUipsoid durchschneidet. 

Endlich haben die kristaUographischen Achsen im triklinen 
Typus mit dem geometrischen EUipsoid nur das gemein, daß 
sie von ihm konjugierte Halbmesser sind^). 



cAij cAij cAij cAij cAij cAij cA^ cAj c/Vj c/o 



[128] 



Über die Transformation der Achsen in einem 

Kristallsystem. '^ 

Man kann die wichtigsten kristallograpMsehen Formeln sehr 
kurz und elegant ausdrücken, wenn man die von den jetzigen 
Analytikern in der Determinantenrechnung eingeführten Be- 
zeichnungen anwendet*). Als Beispiel werden wir die für 
Transformation der Achsen dienenden Formeln bringen: Die 
Analytiker werden uns beschuldigen, und die mit dieser Lehre 
nicht vertrauten Kristallographen werden uns danken, wenn 
wir folgendes erwähnen : Unter einer Determinante von n-Ord- 
nung versteht man eine Funktion von n^ Größen, die der ge- 
meinsame Nenner zum Wert einer jeden Wurzel von n linearen 
Gleichungen mit n Unbekannten ist, in denen die n^ Größen 
Koeffizienten sind**). Die Determinante wird in der Weise 
bezeichnet, daß man zwischen zwei vertikalen Strichen II n hori- 
zontale Zeilen schreibt, deren jede die n Koeffizienten jeder 
linearen Gleichung enthält, so daß die auf eine Unbekannte 
sich beziehenden Koeffizienten alle in derselben vertikalen Reihe 
sich befinden. 

So z. B. 

ah c ah c 

XXX 

de f de f 



a 


h 


c 


d 


e 


f 


9 


h 


• 



=:g{hf — ec)-{-h[cd — af) + i{ae — bd) 



*) Diese Lehre wurde in Italien durch die Arbeiten von 
Briosch% Chidj Faä di Bruno u. a. eingeführt und war Gegenstand 
einer Vorlesung des letzteren an der Turiner Universität. 

**) Wir wollen in dieser Weise nicht die beste Definition 
einer Determinante geben, sondern eine, die schneller zu unserem 
Ziele führt. 
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h G 




e f 




X 

h i 


a d g 


X — 


b e h 


b c 

X 


G f i 


e f 




h i 





= a{ei — fh) + d{hG — ib)-\-g[bf — ce), 



denn das sind die Nenner der Wurzeln der Gleichungen 

ax -{- by -\- cz = a 
dx -\- ey -\- fz == ß 
gx + hy -\- i% = y. 

Die Werte der Wurzeln selbst werden 



X 



a 


b 


c 


ß 


e 


f 


y 


h 


• 


a 


b 


G 


d 


e 


f 


9 


h 


• 



y 



a 


a c 


d 


ß f 


9 


y i 


a 


b G 


d 


ef 


9 


h i 



% 



a 


b 


a 


d 


6 


ß 


9 


h 


y 


a 


b 





d 


e 


f 


9 


h 


• 



sein. 



[129] Wären a und ß Null, so wären die Zähler der 
Wurzeln unabhängig von ghi. 

Ferner ist es klar, daß 



a -\- b -{- c b G [ 
d + e+f ef = 

I 

g + h-^i hi 



ab G 
def 
ghi 



Untersucht man die kristallographischen Formeln, so findet 
man, daß viele von ihnen Determinanten sind und daher sich 
eignen, mit aller Kürze und Eleganz symbolisiert zu werden, 
während die betreffenden Theoreme mit der größten Einfachheit 
auftreten. So z. B. : 

1) Drei oder mehr Flächen liegen in einer Zone, 
wenn die Determinante der Indizes irgend dreier von 
ihnen gleich Null ist. 
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Die FlächeD rnnp, m n p'^ m n p" sind in einer Zone, wenn 

m n p 



m vi p' 

ff if if 
m n p 



0. 



Man kann das Theorem durch Vergleich dieser Determinanten mit 
der in den Lehrbüchern gegebenen Bedingung beweisen. Übrigens 
ist es für jeden klar, der sich dessen erinnert, daß die Indizes 
einer Fläche die Koeffizienten der Koordinaten in der Gleichung 
der Fläche selbst sind, denn die oben gegebene Bedingung zeigt 
nur, daß die drei betrachteten Flächen sich in unendlicher Ent- 
fernung schneiden. 

2) Die Indizes einer zu zwei Flächen gemein- 
samen Zone sind. die mit den Indizes der Flächen 
gebildeten Determinanten zweiter Ordnung. 

Die Indizes einer zu zwei Zonen gemeinsamen 
Fläche sind die mit den Indizes der Zonen gebildeten 
Determinanten zweiter Ordnung. 

Die von den Flächen efg, hkl gebildete Zone wird als Symbol 



[ 



f 
k 



9 
l 



9 ß 
l h 



haben, nämlich: 





^ f 9 




e f 9 




h k l 


h k l 




1. 


? 


10 



e f ! 
h k I 

e f 
h k 

i 



] 

9 
l 

1 



Von derselben Form wird auch das Symbol der Fläche sein, 
die zwei gegebene Zonen [efg] [hkl] enthält. 

3) Gegeben ist eine Fläche uvw^ man finde ihr Symbol u'vw' 
in bezug auf die drei Achsen, die aus dem Durchschnitt der Flä-^hen 
efg^ hkl^ mnp entstehen, und auf denen als Parameter die Län- 
gen genommen werden, die zwischen ihrem Durchschnittspunkte 
mit der Fläche qrs und dem Koordinatenanfang enthalten sind. 

Offenbar wird man haben: 



(A) 



u 



^ f 9 




h k l 


h k l 




m n p 


U V w 


11 ' 


U V IV 


e f 9 




h k l 


h k l 




m n p 


qrs 




qrs 



w 



tn 


n 


V 


e 


f 


9 


u 


V 


w 


tn 


n 


P 


e 


f 


9 


q 


r 


s 
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[130] In der Tat ist das Verhältnis der von den Flächen uvw 
und qrs auf einer neuen Achse bestimmten Segmente dem 
Verhältnis der Abszissen der zwei Durchschnittspunkte dieser 
Flächen mit der neuen Achse gleich. Aus dem oben Gesagten 
folgt, da efg^ hkl, mnp durch den Koordinatenanfang gehen, 
daß die Zähler der Werte der Abszissen von uvw und qrs 
unabhängig sind. Das Verhältnis dieser Abszissen wird daher 
dem umgekehrten Verhältnis ihrer Nenner gleich sein, d, h. 
einer Determinante der Koeffizienten der dem betrachteten 
Durchschnittspunkte gemeinschaftlichen Gleichungen. 
Setzt man 

(K) g ^ ^' ^ ^ 

^ ^ e-\-h-\-m f-\-k + n g-^l+p^ 

so werden die Zähler der Formel (A) alle gleich, und man hat 

(A') 



e f 9 




hkl 




mnj) 


h kl 




mnp 




efg 


uvw 




uvw 




uvw 



Dieser Form entsprechend sind in den Lehrbüchern die Formeln 
der Transformation der Achsen gegeben, aber häufig liefern 
sie nicht die einfachsten Symbole, und dann ist es besser, die 
allgemeine Formel (A) beizubehalten. 

Weil es immer erlaubt ist, z. B. ae, «/", ag statt efg zu 
nehmen, so sieht man, daß die Gleichungen (K) für qrs eine 
unendliche Zahl von Werten geben. Da aber dieselben Werte 
ae, «/", ag in den Formeln (A') efg ersetzen müssen, so folgt, 
daß man au\ av\ aw statt uvw hätte. Die einfachsten 
möglichen Zahlen für efg^ hkl^ mnp werden die einfachst 
mögliche Bezeichnung für qrs geben, aber nicht immer die 
einfachste für uv'w'. 

Man kann noch efg durch efg ersetzen; in diesem Falle 
wechselt qrs, und man hat uv'w statt u'vw\ Dies entspricht 
in der Tat dem Wechsel der Richtung, in der man die auf 
zwei Achsen bezogenen Abszissen, zu deren Bestimmung efg 
beiträgt, als positiv nehmen will. Übrigens wird man immer 
aus dem Vorzeichen der Koeffizienten von uvw in den Formeln 
(A') die Richtung erkennen, nach der die Achsen als positiv 
angenommen bleiben, und man wird beliebig diese Richtung 
wechseln können, wenn man die Vorzeichen der Indizes efg^ 
hkl, mnp vertauscht. Im allgemeinen kann man pqr so 

Ostwalds Klassiker. 156. 2 
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wählen, daß eine gegebene Fläche ein gegebenes Symbol er- 
hält. Die Werte von u'vw\ die die Gleichungen (A') befriedigen, 
sind nichts anderes, als die Zähler der Wurzeln dreier linearer 
Oleichnngen, in denen ehm^ fkn, glp Koeffizienten und uvto 
zweite Glieder sind. Er wird daher 



(B') 



u 



V 



w 



mu'+6v'-\-hw' nu' -\- fv' -{-kw' pu'-\'gv''\-lw' 



sein. 



Ebenso erhielte man aus den Formeln (A): 



(B) 



u 



V 



w 



mu 

ev' 

hw' 





mnp 

hkl 
qr s 



pu mnp 

gv' e fg 

l w' hkl 

q r 8 



nu ?nnp 

f v' efg 

kw' hkl 

qr s 

[131] 4. Sind die Symbole der neuen Achsen, z. B. [efg]^ 
[hkl]^ [mnp'\ gegeben, und behalten qrs^ uvw, u'v'w' ihre 
frühere Bedeutung, so hätte man 

nv-^pw 
eq^-fr + gs 

Ist dagegen 



,, , , eu-\-fv + gw , hu-4'kv+lw , mu 

Ai w': , ' ; ^ =v'\j—^. — '—- = w'\ — ; 

V 1/ ^»1 -f^^i^^c. hq+kr + ls mq-\'nr'^ps 



(Kl) 



s 



1 fg 




e 1 g 




e f 1 


1 k l 




h 1 l 




hkl 


1 71 p 




m 1 p 




mn 1 



so wird man 

/AM **' 



V 



w 



und 

(B'i) 



eu + fv + gw hu-\-kv-\-lw mu + nv-\'pw 



u 



V 



w 



u'fg 




eng 




e f u 


v'k l 




h V l 




h k V 


w'np 




m w p 




mn w 



haben. 

Die Formeln dieses Artikels sind klare Folgerungen der ent- 
sprechenden des vorhergehenden Artikels, wenn man an den im 
2. Art. gezeigten Zusammenhang denkt, wo das Symbol einer 
Zone mit dem der beiden Flächen, die die Zone bilden verbindet. 
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5. Wenn das Symbol [uvw] einer Zone gegeben ist, das 
Symbol [u'v'w'] in bezng anf drei Achsen zu finden, die ans 
dem Dorchschnitt von drei Flächen efg, hkl^ mnp entstehen, 
auf denen man als Parameter die zwischen dem Koordinaten- 
anfang, durch den diese Flächen gehen, und ihi-em Berührungs- 
punkt mit der Fläche qrs enthaltenen Längen annimmt. 
Es wird offenbar 



(«) 



u 



V 



[mu + nv -\-pw) 



ß f 9 
h k l 

qrs 



(eu + /""y + gw) 



h kl 
m np 
qrs 



w 



{hu + /et? + ^*^) 



m np 

« f 9 
qrs 



In der Tat, um z. B. u' zu finden, genügt es, das Verhältnis 
der Abszisse des Berührungspunktes der drei Flächen efg, hklj 
die durch den Koordinatenanfang gehen, und mnp durch den 
Punkt dessen Ordinaten, durch die entsprechenden Parameter 
dividiert, uvw sind, zu der Abszisse des Berührungspunkts 
der drei Flächen efg, hkl und qrs zu bestimmen. 
Es wird daher 

fg 

k l 

mu -\- nv -}- pw np 



u 



fg 

k l 

1 r s 



^^ f 9 
h kl 

m np 



e f 9 
h k l 

qrs 



sein, aus welchen Formeln die Relationen (a) folgen. 
[132] Sind die Bedingungen (K) befriedigt, so wird 



(«') 
iß') 



u 



V 



w 



mu + nv -{-pw 

IC 



eu ■+- fv + gw hu -\- kv + Iw^ 



V 



w 



u np 

^' f 9 
w'k l 



971 U p 

e v' g 
h w' l 





m n u' 




e f v' 




h k w 



sem. 



2* 
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6. Sucht man das neue Symbol der Zone in dem Falle, 
daß statt der Symbole der neuen Koordinatebenen die der 
neuen Achsen, nämlich [efg], [hkl], [mnp]^ gegeben sind, so 
wird man 

. ^ u' v' 



h k l 
m np 
u V w 



[eq + fr+gs] 



mnp 

e f 9 

U V w 



[hq + kr + ls] 



w 



e f 9 
hk l 

U V w 



[mq + nr + ps) 



haben, und wenn die Bedingung (Ä",) gentigt ist, 

(«D 



U 



V 



w 



h k l 




m n p 


m n jy 




e f 9 


U VW 




U VW 



e f 9 
h k l 

U VW 



{/*i) 



u 



V 



w 



6u' + hv' -\- mw' fu -\- kv -{- 7iw' gu -\- Iv -\- pw* 

Wie Miller *) bewiesen hat, kommt man zu den Formeln (A), 
wenn die Rechnungen entwickelt werden, die in rein geo- 
metrischen Beweisen der fundamentalen kristallographischen 
Sätze in einer unserer früheren Arbeiten gegeben wurden**). 
Also kommt man leicht zu allen vorstehenden Formeln durch 
Anwendung der elementarsten Algebra und Geometrie. 

Es sei uns «rlaubt, unsere Meinung dahin zu äußern, daß 
die Symmetrie und die Eleganz der kristallographischen Formeln, 
wenn die Jß/fersche Bezeichnung angenommen wird, nicht 
wenig zur allgemeinen Annahme von Seiten aller Geometer 
beitragen werden. 



♦) Miller, On the application of elementary Geometry 
to Crystailography. Philos. Mag., May 18ö7. 

**) Sulla legge di connessione delle forme cristalline 
di una stessa sostanza. 1856. Nuovo eimento tom IV, p. 93. 



c/o c/o cAij cAij «.Aj cAij cA^ «.Aj cAij cA.» 



[132] 

Ober die geometrischen Eigenschaften einiger 

Kristallsysteme. '^ 

Der Beifall, den einige Kristallographen — und es gentigt, 
den berühmten Professor von Cambridge*) zn erwähnen — 
unserem Versuch einer 
Anwendung der Geome- 
trie auf die Kristallo- 
graphie gezollt haben, 
hat uns veranlaßt, nach 
derselben Methode einige 
Sätze zu entwickeln, 
[133] die, wie wir glau- 
ben, bis jetzt nicht in 
aller Allgemeinheit ver- 
öffentlicht worden sind, 
die aber die Untersuchung 
der in dieser Abhandlung 
beschriebenen Kristalle 
fördern. Und wir tun 
dies um so lieber, weil 
wir glauben, daß man die 
Kristallographie mit der 
elementaren Geometrie 
allein fast vollkommen 
entwickeln kann. Diese 
Wissenschaft wäre daher 
viel leichter für jeden, 
der in rein naturwissen- Fig. 7. 




♦) Miller, On the application of elementary Geometry 
to Cristallography. Philos. Mag., May 1857. 
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schaftlichen oder chemischen Studien geübt, nicht Gelegenheit 
hatte, sich früher mit analytischer Geometrie und sphärischer 
Trigonometrie verü-aut zu machen. 

Unsere Aufgabe ist, einige geometrische Eigenschaften dar- 
zustellen, die für die Kristallsysteme gelten, in denen das 
Produkt jedes Parameters durch sich selbst oder 
durch die Projektion irgend eines anderen Para- 
meters auf ihn eine rationale Zahl ist. 

1. Jede zu einer möglichen Kante senkrechte 
Ebene ist mögliche Fläche, und jede zu einer mög- 
lichen Fläche senkrechte Gerade ist mögliche Kante. 

Es seien OX, OY, OZ die Kristallachsen und OP eine 
mögliche Kante. 

Bedeuten abc die drei Parameter auf den genannten Achsen, 
die die betrachtete Substanz bestimmen, a' die Projektion des 
Parameters a auf die Achse OYj V — des Parameters h auf 
OZ und c' — des Parameters c auf OX. Man wird diesen 
Projektionen das positive oder negative Vorzeichen erteilen, 
je nachdem sie auf die Achsen oder auf ihre Verlängerung 
fallen. 

Ist [mnp] das Symbol der Kante OP, so wird 

OM=ma] MN=nh\ NP = p6 

sein. 

Man ziehe PS auf OP senkrecht, und es sei OR = PN 
und RU auf OP senkrecht, so wird man 



OP^OR 2 -PN' PO' 

C/o = - 



OU po^ + PN^ — ON'^ 

haben. 

Aus der elementaren Geometrie ist es bekannt, (und es ist 
offenbar, wenn man bedenkt, daß die Projektion von ON auf 
NP nichts anderes ist, als die Summe der Projektionen von 
Oüf und MN auf PN), daß 



ON = w2a2 + nn^ -f- 2mna'b , 



OP = m^a^ 4- n^b^ -f-^^^s ^ 2mna'b + 2npVc -[- 2pmc'a\ 

woraus 

c pc^'{-mca'i'nb'e 

OS m^a^ + ^2^2 ^^2^2 ^ 2mna'b + 2npVG -|- 2pmc'a 
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Dieser Ausdinick wird rational sein, wenn a^, b^, e^j a'bj 
b'c, c'a rational sind, gerade so wie wir es vorausgesetzt 
haben. 

Ähnliche Ausdrücke erhält man für die Verhältnisse zwischen 
den Parametern a und b und den [134] Segmenten, die durch 
die zu OP senkrechten Geraden bestimmt sind, die die Achsen 
OX und OY durchschneiden. Nun sind solche Verhältnisse 
genau die Indizes der zur Kante OP senkrechten Ebene, und 
daher ist diese Ebene eine mögliche Fläche. 

2. Das Symbol einer zur Kante [mnp] senkrechten 
Fläche und das einer zur Fläche mnp senkrechten 
Kante zu bestimmen. 

Aus dem vorher Gesagten erhellt, daß das Symbol der zur 
Kante [mnp] senkrechten Fläche 

(1) 7na^-{-na'b+pc'a^ nb^-{-pb'c-{-maby pG^-{-mG'a-{-nb'G 

ist. 

Das Symbol der zur Fläche mnp senkrechten Kante wird 
man erhalten, wenn man durch die Weihte (1) die Indizes einer 
solchen Kante sucht, daß das Symbol der zu ihr senkrechten 
Fläche mnp wird. Das Symbol der gesuchten Kante ist 
offenbar 

m ab da a^ m da 

(2) n b^ b'c ab n b'c 
p b'c c^ da p c^ 

Dieses Symbol wird rational sein, wenn unsere Hjrpothese über 
die Parameter befriedigt ist. 

Sind die Achsen rechtwinklig, so wird 

(1) ma^ nb^ pc^ 

das Symbol der zu [mnp] senkrechten Fläche und 



a^ a'b m 




ab b^ n 




da b'c p 





(2') 



[m n p'\ 



das Symbol der zu mn^ senkrechten Kante sein. 

3. In den oben besprochenen Kristallsystemen ist das 
Verhältnis der Tangenten der von tautozonalen Flä- 
chen gebildeten Winkel rational. 

Dies bedeutet, daß, wenn man verschiedene in derselben 
Zone liegende Flächen beti*aohtet, das Verhältnis der Tangenten 
der Winkel dieser Flächen untereinander rational sein wird. 
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Der Satz ist die offenbare Folge dea vorherstehenden und 
des allgemeinen Verkntipfungsgesetzes der Kristallformen einer 
Substanz. 

In der Tat ist die zu einer beliebigen Fläche F senkrechte 
Gerade mögliche Kante und kann daher als Achse angenommen 
werden. Betrachten wir nun viele andere Flächen, die alle 
durch dieselbe Gerade gehen, die zu der mit der Fläche F 
gemeinsamen Zone parallel ist, so werden die Verhältnisse der 
Längen, die sie auf der neuen, zu F senkrechten Achse be-r 
stimmen, rational sein. Aber die Verhältnisse dieser Längen 
sind genau den Verhältnissen der Tangenten der Winkel gleich^ 
die diese Flächen mit F bilden; daher sind auch die Verhält- 
nisse der Tangenten der von jeder Fläche F gebildeten Winkel 
rational, und endlich sind auch die Verhältnisse der Tangenten 
der Winkel rational, die von beliebigen Flächen gebildet wer- 
den, wenn diese Flächen mit F in derselben Zone liegen®). 

4. Das Verhältnis der Tangenten der von tauto- 
zonalen Flächen gebildeten Winkel zu bestimmen. 

Es seien mnp^ hklj efg drei tautozonale Flächen; es wird 

m n p 

h k l =: 

e f 9 \ 
sein. 

[135] Sei nun [m'n'p] die zur Fläche 7nnp senkrechte 
Kante, und bedeuten m'n'p' die von der Formel (2) gegebenen 
Indizes. 

Nehmen wir als neue Achsen 

[m'^y], [0 10], [0 1] 

an, so werden die neuen Symbole der Flächen rnnp^ hkly 
efg (siehe Formel (AJ) des Anhanges A*) 

m' ?n -{- n' n -]- p' p n p 
m'h -\- n'k ~{- p' l kl 
m'e +n'f +p'g f g 

sein, und wenn man diese Flächen z. B. durch denselben Punkt 
der Achse Y gehen läßt, so werden die Segmente, die sie auf 
der neuen Achse [m'n'p'] bilden, im Verhältnis der Zahlen 



*).Sie ist die zweite Abhandlung dieses Heftes. 
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n 



f 



m'm + n'n -{- p'jp ' m'h + n'k + p'l ' m'e + n'f + p'g 

stehen, und daher offenbar 

k n 

tang wwjt?, hkl m!h + n'k + jo7 m'w + n'n -\-p'p 



tangmwj9, e/^^r 



f 



n 



m'e + n'f+p'g 
m'h -\- n'k -{-p'l 



m'e -\-n'f-\- p'g m'm + n'n + p'p 
m 



m n \ tlf^P 
1 — y ' -^ 



Ä ^• 



k l 



m 



m n 

e f 



-p 



n p 
f 9 



Da nun efg^ hkl, mnp in einer Zone liegen, so kann man 

m n 



(3) 



tangmwj?, hkl m' e -\- n' f -\- p' g 
tang m np , e/*^ 7?i'Ä + ^'^ + i'' ^ 



/i Ä: 



m n 

e f 



schreiben. 

Daher kann man femer die Tangenten der von beliebigen in 
derselben Zone liegenden Flächen gebildeten Winkel bestimmen. 

Es wäre leicht, der vorste- 
henden Aufgabe, den Formeln 
und dem Beweise eine einfache 
und elegante, rein geometrische 
Form zu geben. 

5. Wird immer die anfangs 
besprochene Hypothese festge- 
halten, so gilt der Satz: 

An jedem Zwilling, an 
dem dieZwillingsachse eine 
mögliche Kante oder die 
zu einer möglichen Fläche 
Senkrechte ist, ist eine be- 
liebige Fläche eines Individuums mögliche Fläche 
des anderen. 

Es sei CD die Zwillingsachse und GAB die zu dieser 
Achse senkrechten Ebene, welche (1. Art.) mögliche Fläche ist. 

Nun sei DAB eine beliebige Fläche, die die Ebene GAB 
m AB schneidet. Da GD mögliche Kante ist, [136] so kann 




Fig. 8. 
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durch sie eine Ebene CAD gehen , die mögliche Fläche ist. 
Man nehme nun als Achsen CD^ GE, zu AB parallel, und 
CF, das gleich CA ist und sich auf deren Verlängerung be- 
findet, und man ziehe FO zu CE parallel: DFO wird eine 
mögliche Fläche sein. 

Nun ist DFO genau die Lage, die DAB hätte, wenn man 
sie 180*^ um CD drehte; also bleibt eine Fläche eines Kristall- 
systems, an dem die oben aufgestellte Hypothese über die 
Parameter gültig ist, mögliche Fläche, wenn man sie 180^ um 
eine mögliche Kante dreht. 

6. Das Symbol der Achsen OX', 0Y\ OZ', mit denen 
die Achsen OX, OY, OZ zusammenfallen, wenn man 
sie um 180° um die Kante [mnp] dreht, zu finden. 

In der dem 1. Art. beigefügten Figur sei OP die Zwillings- 
achse, und man nehme an, daß die Achse OZ um 180° um 
OP gedreht werde, so daß sie nach OZ' gelangt. OZ' muß 

NK 
mögliche Kante des Ejristallsystems und daher rational sein. 

Die Dreiecke OR'P, ONP sind untereinander gleich, und 
daher wird der Punkt K auf TK liegen, welches in der Mitte 
von OP zu OP senkrecht ist, es wird daher 

NK_ NP—OK _ _.0S 
c c ^ c 

sein, und wenn man den Wert von OS aus dem 1. Art. an- 
nimmt, 

NK p^e^ — m'^a^ — n^b^ — 2mnab 

c 2(pe^ -^mo a + nh'e) 

Ähnliche Gleichungen würde man auch für OX' und OY' 
erhalten, mit denen die Achsen OX und OY nach einer Dre- 
hung von 180° um OP zusammenfallen, und die Symbole der 
neuen Achsen werden 

[m^a^ — n^h^ — 'p^c^ — 2nph' e l 

2[nia^ + na'h+pc'a) ^ -^J 



(4) 



[Yiijjli — p'^G^ — m^a^ — 2pmca "1 
^ 2{nb^+pb'o + ma'b} ^J 

[p^c^ — w^a2 — n^b^ — 2mna'b'] 
TTi — =— ; } — ; TJ-s I 
2[pG^ + WC a-\-nb c) J 



sein. 
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Sind nun m'n'p' die Indizes der zur Kante [mnp] senk- 
rechten Fläche, wie sie von den Formeln (2) gegeben sind, 
und D = OP die Diagonale des anf ma, nb, pe errichteten 
Parallelepipedon, so könnte mau die Formeln (4) wie folgt 
schreiben: 

(4) {[ m n-^ p ] 

[137] Sind die Achsen rechtwinklig, so werden die Achsen 
in der nenen Lage, wie leicht zn beweisen wäre, 



(4') 



[ 
[ 



m 



m n 



2ma^ 

2wP 
^2^2 — m^a^ — n^b^ 



2p c 



2 



] 



sem. 



7. Die Zwillingsachse [mnp] und das Symbol uvw 
einer Fläche eines Individuums des Zwillings sind 
gegeben: das Symbol ti't^'t«;' derselben Fläche, auf die 
Achsen des anderen Individuums bezogen, zu be- 
stimmen. 

Um die Aufgabe zu lösen, genügt es, in den Formeln (Aj) 
des Anhangs A die Zahlen efg^ hklj mnp durch die von den 
Formeln (4) gegebenen zu ersetzen, indem man qrs so legt, 
daß die zu [mnp] senkrechte Zwillingsebene dasselbe Symbol 
in bezug auf die neuen, wie auf die alten Achsen hat. 

Man findet daher 



(5) 



u 



2m' {mu -i-nv -{-pw) — uD^ 

v' 



2n'[mu + nv -^pw) — vD"^ 

y^ 

2p' (mu + nv -^pw) — wD^ 
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nnd wenn die Achsen rechtwinklig sind, 

u' 



(5') 



v^ ; 

^nh'^iTrhu -\- nv -\- 'pw) — ^(m^a^ + w^^^ +i>^c^) 



2pc^(mu + nv -\- pw) — w{m^a'^ + n^b^ -\-p^c^) 

Z. B. am dimetrischen Bor, an dem 

[mnp] = [101]; a:b:c::VS:y3: 1 
ist, wird 



u V w 



u — 3w — 2v — u — w 
sein. 

Wenn, wie es oft der Fall ist, die Zwillingsachse in einer 
Symmetrieebene des Kristallsystems liegt, kann man mehrere 
Zwillingsachsen oder -ebenen annehmen. 

Ist [101] am dimetrischen Bor Zwillingsachse, so wird 
auch 301 auf Grund der Formel (1)' Zwillingsebene sein. 
Aber ebenfalls ist auch 10 1 Zwillingsebene, und daher wird 
auch [1 3] nach der Formel (2') Zwillingsachse sein können. 

8. Die anfangs besprochene Hypothese angenommen, 
wird jedes Kristallsystem mit schiefwinkligen 
Achsen aus rechtwinkligen Achsen hergeleitet 
werden können. 

[188] In der Tat, behält man eine der alten, den schief- 
winkligen Achsen entsprechenden Koordinatenebenen, so kann 
man als Achse die zu dieser Ebene Senkrechte nehmen, die auf 
Grund des im 1. Art. festgestellten Satzes mögliche Kante ist. 

Wird die zweite Koordinatenebene durch diese Senkrechte 
und durch eine der in der beibehaltenen alten Koordinaten- 
ebene liegenden Achs« bestimmt, so kann man als dritte Achse 
die zur zweiten so festgesetzten Ebene senkrechte Gerade an- 
nehmen. 

In dieser oder in anderer Weise könnte man auf unendlich 
viele Arten schiefwinklige Achsen durch rechtwinklige ersetzen, 
aber die Symmetriegeraden des Kristallsystems stimmten nicht 
für jede gewählte Methode mit den entstandenen rechtwinkligen 
Achsen tiberein®). 
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9. Behält man die anfangs erwähnte Hypothese über die 
Parameter bei, 

so wird unter einem gewissen Gesichtspunkte 
als für eine Substanz*) charakteristisches geo- 
metrisches EUipsoid eine Kugel angenommen 
werden können. 
Man habe eine Kugel, und man bezeichne auf ihr die Be- 
rührungspunkte ihrer Oberfläche mit drei beliebigen Flächen 
des betrachteten Kristallsystems, so werden die Radien der 
Kugel mögliche Kanten sein. Die zu zwei dieser Kanten 
parallelen Ebenen werden mögliche Flächen sein, und sie werden 
neue Punkte auf der Kugel liefern, so daß man in dieser Weise 
alle Flächen und Kanten des Kristallsystems herleiten kann. 
Ein Unterschied findet aber zwischen dieser Kugel und dem 
geometrischen EUipsoid statt, das wir in unserer erwähnten 
Arbeit definiert hatten, weil der einem Punkte der Kugelober- 
fläche zukommende Radius nicht die konjugierte Kante der 
vom Kugelpunkte dargestellten Fläche sein wird. 

10. Es ist sehr wichtig, die Kristalltypen zu bestimmen, 
die die gemachten Hypothesen über die Parameter befriedigen 
und aus dem monometrischen System hergeleitet werden können. 

Man setze voraus, daß der in Betracht stehende Kristall- 
typus schon auf rechtwinklige Achsen bezogen sei, deren Para- 
meter VaVb Vc sind: man würde drei im monometrischen 
System mögliche Kanten finden, die untereinander senkrecht 
sind und, von einer möglichen Fläche durchschnitten, drei 
mögliche Längen liefern, die untereinander im Verhältnis 

Vä: Vb : Vc stehen. 

Es seien [xyz]^ [xy'%]^ [x'y'z"] die drei Kanten und 
mnp die gesuchte Fläche. Es würde 



VaiybiVc:: ,' ^ ' : — , , , ?: — „ , „ r, 

mx-\-ny-\-jpz mx -\-ny -\-pz mx -f-ny -\-pz 

sein. 

Auf Grund der Bedeutung der Zahlen a^ b^ c folgt, daß: 

1. man jede von ihnen einzeln durch das Quadrat einer 
beliebigen Zahl multiplizieren oder dividieren kann; 

2. alle gleichzeitig durch irgend einen Faktor multipliziert 
oder dividiert werden können. 



'*') Sulla legge di connessione ecc, Nnovo Gimento, 
vol. IV, pag. 93. 
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Man kann daher die Kenner des zweiten Teiles der oben 
geschriebenen Gleichungen vernachlässigen, und es wird nutzlos 
sein, wie es auch leicht ist, direkt zu sehen, mnp zu be- 
trachten. Man wird daher der Allgemeinheit der Aufgabe nicht 
schaden, wenn man sie wie folgt ausdrückt: 

Die folgenden Gleichungen, in denen a, b, e ganze Zahlen 
sind, [139] die man einzeln durch jede Quadratzahl und alle 
gleichzdtig durch irgend einen Faktor multiplizieren oder divi- 
dieren kann, mit ganzen Zahlen aufzulösen. 

, x^ + y^ + z^ _ x'^ + y'^ + ^'^ _ ^"^ + y"^ + ^"^ 

( xx' + yy' -f- ^^' = 
(b) j x'x" + y'y"-^z'%' = 

1 x'x + y"y + «"^ = . 

Wir verdanken die Lösung dieser merkwürdigen analy- 
tischen Aufgabe einem tüchtigen Geometer, dem Advokaten 
Oenocehi, Er findet, daß, um aj, y, Zj x\ «/', «', x\ y\ »" 
als ganze Zahlen zu erhalten, es genügt und nötig ist, drei 
ganze Zahlen u^ Vj t zu finden, die die Quotienten 

^2 -{-ab «;2 + bc P + ca 

zu ganzen Zahlen machen, oder m. a. W. : das negative Produkt 
von zwei beliebigen der Zahlen a, i, c muß gleich dem qua- 
dratischen Rest*) der dritten sein. 

Hieraus folgt folgender Satz: 

Man kann aus dem monometrischen System jene 
Kristalltypen ableiten, die der erwähnten Hypothese 
über die Parameter genügen und, auf rechtwinklige 
Achsen reduziert, als Parameter die Wurzeln dreier 
solcher ganzer Zahlen erhalten, so daß das negative 
Produkt von irgend zwei unter ihnen dem quadra- 
tischen Rest der dritten gleich ist^®). 

11. Die Lösung Oenoechi^ kann man wie folgt kurz zu- 
sammenfassen. 



*) Man nennt eine Zahl quadratischen Rest einer anderen, 
wenn die Differenz zwischen einer Quadratzahl und der ersten 
Zahl durch die zweite teilbar ist. 
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Man setze vorans, daß man die Zahlen a, b, c als frei 
nicht nur von jedem allen dreien gemeinsamen Faktor oder 
Quadratzahl, sondern auch von jedem zweien unter ihnen ge- 
meinsamen Faktor betrachten kann. In der Tat, multipliziert 
man alle drei durch einen z. B. a und b gemeinschaftlichen 
Faktor und eliminiert dann die resultierenden Quadratfaktoreu, 
so findet sich nur in c der a und b gemeinsame Faktor. 

Setzt man 

^^ x^ + y'^ + z'^ __ x'^ + U'^ + ^"^ _ ^'^ + y"^ + ^'^ _ ;. 

f a ) — r — — Ic , 

^ ' a b c 

so ergibt sich, daß k nicht nur rational, sondern auch ganz 
sein wird, weil es nach der ersten Gleichung nur die Faktoren 
von a zum Nenner, nach der zweiten nur die von b und nach 
der dritten nur die von c haben könnte. Da nun a, 6, e unter- 
einander Primzahlen sind, so kann k keinen anderen Nenner 
als 1 haben. 

Aus den Gleichungen (a) und (b), sowie auch aus der 
kristallographischen Aufgabe, die wir lösen wollen, folgt, daß 

x^ y^ x^^ x^^ y^ ^x"^ y^ «"^ 
ka^ ka' kä' Jb ' leb ' Jb ' Je ' Je ' Je 

die Quadratkosinus der von den Geraden [xyz], [x^y^z], [x'y'x"] 
mit den [140] drei Koordinatenachsen gebildeten Winkel sind. 
Betrachten wir nacheinander die Kosinus der von einer Achse 
mit den drei genannten Geraden gebildeten Winkel, so wird 

^ a b e a b e a b e 

sein. 

Da nun k eine ganze Zahl ist, a, 5, e untereinander Prim- 
zahlen sind und keinen Quadratfaktor enthalten, so müssen 
die Quotienten 



X 


y « . 


x' y' «' 


n ff ff 

X y X 


ä' 


a' a' 


6 ' 6 ' 6 ' 


e ' e ' c 



ganze Zahlen sein. 

Aus dem Gesagten und aus den Gleichungen (a') geht her- 
vor, daß k durch abe teilbar und daher durch k'abo, wo k' 
eine ganze Zahl bedeutet, ersetzbar ist. 



V 
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Bringen wir eine der Gleichungen (c) auf die Form 

Die rechte Seite und das dritte Glied der linken sind 
durch c teilbar; durch diese Zahl muß daher auch das Binom 

2 /^'\2 



"(tF+'I^-)^ 



teilbar sein. 

Sei d irgend ein Primfaktor, der in c enthalten ist: er 
wird den neuen Unbekannten nicht gemeinsam sein, die man 
als frei von jedem gemeinschaftlichen Faktor betrachten kann. 
Nehmen wir an, daß z. B. x nicht teilt, so wird es x^ eben- 
falls nicht teilen, weil es das oben geschriebene Binom teilen muß. 

Man kann daher die Gleichung 

(t)=1t)« + *^ 

in bezug auf cc und ß mit ganzen Zahlen lösen: hieraus folgt 
a(^) + &(y) = (y)l««^+ *) + 2«(y) aß.e + aß^. e\ 

Die linke Seite ist durch d teilbar, es muß daher auch — ^ 

eine ganze Zahl sein. 

Wird das Verfahren für jeden anderen in c enthaltenen 
Primfaktor wiederholt und ferner für jede der Zahlen a und b, 
so ergibt sich, daß die Auflösung möglich ist, wenn man drei 
ganze Zahlen iivi finden kann, die die Quotienten 

au"^-\-h bv'^-i-c ct"^-\-a 
~c ' a ' h 

ganz machen, die durch a, b, c multipliziert, mit den drei 
oben gegebenen übereinstimmen. 

Daher ist es bewiesen, daß die erwähnten Bedingungen 
nötig sind: man muß noch beweisen, daß sie dazu hinreichen, 
daß die Aufgabe eine Auflösung besitze. 

Man nehme an, daß solche Zahlen tiv't'j oder die anderen 
uvt gefunden sind, von denen man leicht zu den ersteren ge- 
langt, weil, wenn z. B. eine ganze Zahl ist, und die 

Gleichung ^ 

u = 7^a -{- CS 
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d^f^ —4— dl) 

mit zwei ganzen Zahlen r und 5 aufgelöst wird, auch 

ar^ + b ^ 

und daher auch ganz sein werden, und daher der 

^ au^ + b 
Wert v! =^ r den Bruch eine ganze Zahl macht. 

[141] Die von Lagrange"^) für die Auflösung der Gleichung 

vorgeschlagene Methode wird uns dienen , die Gleichungen 
(a) und (b) aufzulösen, die man mit der einzigen folgenden 

(d) kiaa^ + bß^ + ey^) = 

(ax + ßx'+yxy+{ay+ßy' + yyy+{az + ßz'+y^y 

ausdrücken kann, wo a, ßj y drei ganz unbestimmte Größen 
bedeuten. 

Damit die Gleichung für jeden Wert von a, ß, y befriedigt 
sei, muß die linke deite mit der rechten identisch sein; daher 
müssen die Gleichungen (a'j, d. h. (a) und (b) befriedigt werden. 

a<^b<Cio angenommen, sei 

/ \ au'^ + b 

(e) = (>2^, 

wo Q^ die größte Quadratzahl ist, die in dem von der linken 
Seite gegebenen Quotient enthalten ist. Sei a' der zu den zwei 
Zahlen ab und ^ größte gemeinschaftliche Teiler, und man 
setze ab = a'b', d" = a'c. Setzt man 

(fj a = u'ß + ß,, 

so ergibt sich 

cc'Q^(aa^+bß^+cy^) = a'lcc'Q^ß+^ßA + b'ßl+c^c'Q^y^ 

und 

(h) GG'Q'^[aa^ + bß^ + cy2) = a'a:\ + b'ß] + G'y\ , 

wenn 

O 'Hl 

(g) «1 = CG'Q^ß + —rß und y, = Gqy 

a 

gesetzt wird. 

*) Legendre, Theorie des nombres. Paris 1808, 36-42. 
Man kann für dasselbe Ziel auch Methoden anwenden, die Oatiss 
in den Artikeln 294 und 295 seiner Disqnisitiones arith- 
meticae mitgeteilt hat. 

Ostwalds Klassiker. 155. Q 
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Aus den Gleichungen (f), (g)^ (e) hat man 

Cu Ob 

Die Gleichung (e), nämlich 
(e') aw'2 + 6 = a'cc'Q^ 

zeigt, daß a' mit a keinen gemeinsamen Faktor haben kann, 
weil er auch mit h gemeinsam wäre, was mit der gemachten 
Hypothese in Widerspruch steht. Da ah = a'6', so wird a' 
Teiler von h und dann nach Gleichung (e') auch von u'^ und 
von u' sein, weil a keinen Quadratfaktor hat. Also sind alle 
KoefBzienten in den Gleichungen (i), die die neuen Unbekannten 
^1 7 ß\t /i ausdrücken, ganze Zahlen. 

Dieselbe Gleichung (e') liefert den Quotienten 

^^!^l±^ „nd auch (^!0i+^ 
c e 

als ganze Zahlen. 

Da nun — eine ganze Zahl ist, so werden auch 

fi + ea _ ^ ,,. 
- und wegen (e ) 



a 

t^ + ca , c'g^t^+V , 



"i^) 



a " a 

ganze Zahlen sein. 

Es wird daher der Quotient i— ^ ; ganz sein. 

a 

[142] Man bezeichne mit ß einen Primteiler von b\ Ist 6 

Ti, 1 X . . v^ + be . ., ^2 + fec 
Faktor von a, so wird — ^ — ganz sein, weil ganz 

ist: nach (e') ist ^ ^ 

v^ -\' bc = v^ -{- a'c'c^Q^ — acw'2 

und daher wird auch ^ ^ eine ganze Zahl sein. Nun 

u 

sind c und q mit d Primzahlen, weil a mit g und auch mit q 

Primzahl ist, wie es aus (e') hervorgeht: man kann daher zwei 

ganze Zahlen r und 5 finden, die die Gleichung 

V = cqs + dr 



.11 



s2 JL. a'c 
befriedigen. Hieraus folgt, daß j ganz ist. 
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fi 4- ca 
Ist & dagegen Faktor von 5, so wird — ^ — ganz sein 

und daher anch 

fi + ca , , ^ a'c'oH'^ + a^u'^ + ah 
-—-acQ^= 

Es wird daher auch — ^ ^ S^^z sein. 

u 

Nun ist t gegen 6 prim, weil ca gegen b und daher gegen ö- 

prim ist: q ist ebenfalls gegen prim, weil u' sonst auf Grund 

der Gleichung (e') durch d teilbar wäre, und daher wäre b 

durch d^ teilbar, was gegen unsere Hypothese ist. Man kann 

daher 

au' = Qts -\- dr 

setzen, und es ergibt sich, daß ^ eine ganze Zahl ist. 

Wird die Betrachtung für alle Primteiler von b' wiederholt, so 

wird man schließen, daß der Quotient —, ganz werden 

kann, und da bewiesen wurde , daß das Gleiche für - — - — -, 

und , der Fall ist, so folgt, daß für die neuen 

a 

Koeffizienten a', b', c' der Gleichung (h) analoge Bedingungen 

erfüllt sind , wie jene, von denen man annahm, daß sie für 

die ursprflnglichen Werte a, 5, c Geltung haben. 

In der Gleichung (e) kann man w' nicht ^ ^c annehmen, 
weil man sonst es durch i*' — cm oder cm — u' ersetzen 
könnte, wo die ganze Zahl m so bestimmt wird, daß diese 
Diflferenz nicht ^c übersteigt. Wir werden also -^ <^^ac+ 1 
und daher a'c'<!^aG haben, während a'b' =-. ab ist. 

Wenn wir mit dem Trinom a'a^ + b'ßl^ + c'yj ebenso ver- 
fahren, wie mit aa^ -{- bß^ -{- cy^, so werden wir eine andere 
Vereinfachung und zu (h) und (i) analoge Gleichungen er- 
halten, so daß die neuen Unbestimmten a2 , ßij yi sich durch 
die ursprünglichen aßy mit homogenen Funktionen vom ersten 
Grade und mit ganzen Zahlen als Koeffizienten ausdrücken 
lassen. Vollführt man in dieser Weise nach und nach andere 
Transformationen, so wird man die Koeffizienten der Quadrate 
der Unbestimmten auf 1 reduzieren, so daß eine Gleichung 
von der Form 

Ä:(aa2 + bß'^ + cy'^) = «jt, + ß'ln + yin 

3* 



36 QuintiDO Sella. 

entsteht, [148] wo a^, ßm, Ym Ausdrücke bedeuten, die aus 
a, ß, y bestehen, wie es für die Glieder der rechten Seite 
der Gleichung (d) der Fall ist: die Koeffizienten dieser Aus- 
drücke werden ganze Zahlen sein, die man als Wert von 
XX . . . z" annehmen kann, so daß die Aufgabe gelöst bleibt. 
Wenn die Kenner der Theorie der quadratischen Formen 
den 295. Art. der Disquisitiones arithmeticae lesen, so 
, werden sie leicht erkennen, daß es möglich ist, wenn den oben 
erwähnten Bedingungen genügt ist, zwei der Produkte afc, ac, bc 
auf zwei Summen von drei ganzen Quadratzahlen 

p+n+n, ^2+^'='+/=' 

zurückzuführen, so daß 

f9 + f'9'+r9"=0 



Wenn man dies mit den gegebenen Werten von a, fe, c 
nicht machen kann, so wird man schließen, daß die Aufgabe 
nicht lösbar ist; kann man es dagegen ausführen, so hat man 
die Auflösung 

X = ag, y = ag\ % = ag\ 

x'=hf, y'=hf\ %'=hf\ 

x'=f9'-9r\ y"=r9-f9\ ^"=f9'-f9\ 

wenn z. B. 

aG = P + n + f'\ hc = g^ + g'^^g"^ 

supponiert wird. 

12. Fassen wir schließlich kurz zusammen: 

Ist in einem gegebenen Kristallsystem das Produkt eines 
jeden Parameters mit sich selbst oder mit der Projektion irgend 
eines anderen Parameters auf ihn eine rationale Zahl, so hat 
man folgende Sätze: 

Jede zu einer Kante senkrechte Ebene ist mögliche Fläche, 
und jede zu einer Fläche senkrechte Gerade ist mögliche Kante. 

Das Verhältnis der Tangenten der von tautozonalen Flächen 
gebildeten Winkel ist rational. 

An jedem Zwilling, an dem die Zwillingsachse eine Kante 
oder die zu einer Fläche Senkrechte ist, ist jede Fläche eines 
Individuums mögliche Fläche des anderen. 

Jedes Kristallsystem mit schiefen Achsen kann von senk- 
rechten Achsen abgeleitet werden. 
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Alfl fiir eioie SobBtanz ch^iratebmati^ebes ^apipßtinpphea S%lipr 
«oid l^aüui m^n eii^e Kugi^l aBBehiaeB. 

Ist der KriataD)^^pD0 aii£ rodU^ntdJge Acbsip redojäe^rt, 
uqA &cbiU er soleb^ Pa^r^m^ter, daJJ «ie WiiKZ^hi dreier sqJpW 
^ganzen I^abieii aM, daß d^ negatij^Q Prodiakt voi^: irg^mi zw.^i 
unter ihnen quadratischer Rest der dritten ißjb^ aQ, kann ißßß. 
dfiQ Kristallty^iis v^m monow^ticiaehe« System a^Leitjßn. 

13; Der Sl^z d£0 3. Axt. wnr^e Ym. JSljmmomp fUr die 
orthogonalen und für das rhomboe^s^ob^ System, yqn JKupffer 
füT das monj(>kiiQ0 System u^A einige Spes^iajiföU^ 4^e triklinen 
angageben, und in ^&m^ yjoUkoiqi^menea AUgeiaeiiiheit ixqji 
Naumcmi'*) ap#gedr«^t 

Le^terer zeigte ßißßb an zaUseicheu u^»t|lrUQhen jponpkjjb«!^ 
u^d triMinen Ejifitallen, dal} d^n g^metxisch^n Bypotbesßa 
tiber 4ie Paramater, von denen der S^tz des 3. Art. abbAxgig 
m% wi^fklioh geuQgt wird. 

[144,] DßT von Namnami m sei^ßr s^ wl|[^gQn ^i)mt 
befolgte Weg ist von dem von uns vorgeschlagenen gipz ¥6i>- 
aohijs^eo; wix glwbeo^ d^ die V^rgl/^ieb wg d^ b^e« Methoden 
8ie|gea,Jkann, äßA die okmen^e Geon^etpß in d^r Kri^taltoga^iiilMd 
mnibt njii geeigaet iat, ach(^e und Wj^be Beweise sp Ui^^^, 
a^nderU: awib »ifi wu^^es F<))fichi)9gsmittQl su b^aditen i«fi. 

Nmmanim Ans4]wb d^i: 9adiLagwg, ^on der $e ]^a#Mi^ 
üWi; de9 Tan^eQienYerjhyUtliiiiwia ^ Winb^ d^ ^utpi^OB^)^ 
Flä^eb^ abb&ngig ist, ist vop äim ib dieser Abbi^iidlwg £^ 
gestellten Yers^hieden, es ist aber leicht zu seheia, da^ ^ i^ 
di^aeip let^steren outbaUt^n ist. 

Der T^ ides Satzes des 5. Axt>.j 4er tdch acU^ 4ie Eriatall- 
aystame u^t orthogon«^ Aobsen bezieht, |^ i|phpn aiis den vß^n 
Naumomi i^ aei^eqi ersiep Lebrbacb 4er £[3iaMlofraipbie:gag|e- 
benen Formeln hervor**). Es wurde ferner 4^SQb<^^»a9m(^**^) 



*) Naumann, Über die Rationalität dar Taagenten- 
verhältnisse tautozonaler Eristallf)>ächen. Abhandl^agea 
der E. Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften, IV, 607. 

Hier sind auch für die von ihnen festgestellten Sätze erwähnt: 
Neumcmny Beiträge zur Er istallonomie und JTup/fer, Hand- 
buch der rechnenden Er4atalloaomie; wir bedauern sehr, 
daß wir uns bis jetzt diese Abhandlungen nicht verschaffen konnten. 

**) Naumcmn, Lehrbuch der Eristallographie, 1830, 
II. Band, S. 240. 

♦♦♦) De SSnarmofU, Observations sur quelques groupe- 
ments decristaux du systöme regulier. Annales des Mines, 
1848, (4) XIU Bd. S. 226. 



38 Qnintino SeUa. 

Oegenstand einiger Anwendungen an regolftren, natflrlichen 
Ejistallen; später wnrde er fttr die orthogonalen nnd das 
rhomboedrische System, sowie fttr einige Spezialfälle des mono- 
klinen nnd triklinen Systems in einem vor kurzem erschienenen 
Lehrbuch des tüchtigen und fleißigen Leipziger Eristallographen 
weiter entwickelt*). 

Weiss war immer der Meinung , daß der Satz des 8. Art. 
auf jedes Kristallsystem mit schiefwinkligen Achsen, das uns 
die Natur zeigt, anwendbar sei. 

14. Die geometrische Hypothese über die Parameter, von 
der so viele wichtige Eigenschaften der ihr entsprechenden 
Kristallsysteme bedingt werden, ist auch durch die einfachen 
Zahlen vieler Substanzen bestätigt. Man kann sie* aber als 
vollkommen der Wahrheit entsprechend nur in Spezialfällen 
betrachten, weil man, da die Winkel kontinuierlich mit der 
Temperatur wechseln, nicht annehmen kann, daß die Parameter 
diskontinuierlich, wie die Quadratwurzel der ganzen Zahlen 
wechseln. 

Wir werden jedoch bemerken, daß die Kristallsysteme der 
verschiedenen Substanzen sich unter einer begrenzten Zahl von 
Parametergruppen vereinigen, die um Quadratwurzeln von ziem- 
lich einfachen Zahlen schwanken. Wenn wir nun noch be- 
merken, daß die Kristallmolekeln, durch Einwirkung einer 
anderen Temperatur als der ihrer Bildung, zusammengedrückt 
oder gedehnt werden, in einer relativen Lage sich befinden 
müssen, von jener verschieden, in der sie in der Zeit der 
Bildung des Elristalls sich befinden, so können wir schließen daß: 

Es nicht unmöglich ist, daß die Molekularwirkungen, durch 
die Kristalle sich bilden, solche sind, daß sie Parametern Ur- 
sprung geben, die der im Anfang dieser Abhandlung gemachten 
Hypothese entsprechen« 



*) Naumamn, Elemente der theoretischen Kristallo- 
graphie, Leipzig 1866. 
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Der ^oße italienische Kristallograph und Staatsmann Quin- 
tmo SeUa wurde am 27. Juli 1827 als Sohn von Mcmrixio und 
Rosa SeUa zu Mosso Valle Superiore, im Ej*eise Biella geboren. 
Er besuchte das Gymnasium yon Biella und studierte Ingenieur- 
kunst an der Turiner Universität. Am 27. Juni 1847 trat er 
in den Stand der k. sardinischen Bergingenieure ein und ging 
nach Paris, um in der Ecole Nationale des Mines seine Studien 
zu vervollständigen. Diese Schule hatte damals berühmte Pro- 
fessoren, wie EHe de Bemmumty Ebehnen, SSnarmont: bei letz- 
terem beschäftigte sich Q. SeUa mit Kristallographie. 

Nach einer Reise in England, Frankreich und Deutschland 
ins Vaterland zurttckgekehrt, wurde er 1852 Professor der auf 
Kunstgewerbe angewandten Geometrie am technischen Institut 
in Turin. Als die Ingenieurschule in Turin begründet wurde, 
erhielt SeUa den Lehrstuhl für Mineralogie, den er aber nur 
während eines Jahres einnahm. Seine bekannte politische 
Tätigkeit veranlaßte ihn, die Ingenieurschule zu verlassen. 

Q. SeUa starb am 14. März 1884 in Biella: er war Präsi- 
dent der k. Accademia dei Lincei, als deren Wiederbegründer 
er anzusehen ist. Es ist noch des großen Anteils zu erwähnen, 
den er an der Begründung des italienischen Alpenklubs und 
des italienischen geologischen Komitees hatte. 

Die wissenschaftliche Tätigkeit SeUaa erstreckte sich be- 
sonders auf die Jahre 1856—1861 : zu Mh^ lenkte die Politik 
den Forscher von seinen geliebten Studien ab. Aber auch 
später veröffentlichte er noch einige mineralogische Arbeiten. 

Die Arbeiten SeUa& kann man in drei Gruppen teilen: 
1) Studien über theoretische EJistallographie; 2) Untersuchungen 
über die Kristallographie künstlicher Verbindungen; 3] solche 
über Ejristalle einiger Mineralien. Sie sind alle sehr wichtig, 
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so daß die Worte des berühmten Mathematikers F, Brioschi^ 
in der Einleitung znr neuen von der Accademia dei Lincei ver- 
öffentlichten Auflage der Schriften Sella^*)^ vollkommen ge- 
rechtfertigt erscheinen. Er sagt: »es ist leicht vorauszusehen, 
daß alle Abhandlungen SeUa^ mehr oder minder in der Ge- 
schichte der Kristallographie werden erwähnt werden müssen«. 
Es genügt, unter den Arbeiten der 2. und 3. Abteilung die Studien 
über die Eristallform des Borcarbids , das von St Ciaire Deviüe 
und Wähler dargestellt war, und damals als Bor betrachtet 
wurde, zu erwähnen, wttlu:^nd SeUa in sehr scharfsinniger Weise 
die Möglichkeit äußert, daß es sich um eine Verbindung handelt; 
femer die Studie über einige Basen, die A, W, Hofmcmn ent- 
deckt hatte, und die wichtige Untersnchuiig einiger Pktin- 
ammoniumsalze, aus d«r hervorging, diaß die von Bei&et und 
Peyrone Zugestellten Verbindungen kristallographisch identifich 
sind, endlich die Studien über Kalkspai; und Dolomit von 
Traverselia, Anglest aus Sardinien. 

Die Arbeiten über theoretische EristallographiB worden 
übersetzt Sie sind besonders durch die Anwendung der eler 
mentaren Oeometaie in der KristaHogsaf^e du^xakterisiert, was 
bis damals noch nicht geschehen war. Sie zagten, auch zpm 
ersten Male, wie vorteilhaft die Anwendung der Determinanten 
ist, die viele Formeln sehr el^aat auszudrücken gestattfw. Es 
ist Seüa» Verdienst, die Möglichkeit der Anwendqug der ele« 
mentaren Geemetrie in kristiallogra^iiachen Beweisen gei^eigt 
BU haben, so daß das Studium der geometrischen Kri^talW 
gxaphie bedentoid vereinfacht wurde; er zeigte audi, daß die 
elementare Oeometrie als ein wichtiges ForsohungSButtel m 
der Kristallographie zu betraeht^i sei. 

Diese Arbeiten wurden zur Zeit ihres Ersoheinena in hohem 
Gsade anerkannt; MiUer dehnt die von Seüa aogewaadte Ifter 
thode auf andere Sätze aus: doch ist es sieher, daß diese 
Arbeiten im Auslände später im aUgem^an wenig berüek- 

*) Die Wiederver^featlichung der wichtigsten wiss^wehaft- 
lichen Arbeiten Q. SeUas wurde von der Accademia dei Linpei in 
der Sitzung vom 15. Juni 1884 beschlossen. Diese Arbeiten bild^ 
den zweiten Band der vierten Beihe der Memorie delia olasse di 
scienze fisiche, matematicbe e naturaU der genannten Akadenuia; 
er erschien 1886. Auf diese Ang^e beziehen sieh 'die einge- 
klammerten Seitenzahlen. Den Schriften Sdloä ist eine sehr inter- 
essante und sorgfältige Bede von Ä. Cfossa vorangestellt, die das 
Leben und die wissenschaftliche Tätigkeit Q. Beüas ausfübtfieh 
behandelt 
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sichtigt wurden *). In Italien fanden SeUa^ Methoden und die 
Anwendung der Determinanten eine bedeutende Verbreitung, 
besonders durch die Anregung O. Strüver^ und seiner zahl- 
reichen Schüler, aber im Auslande wurden selbst kristallo- 
graphische Lehrbücher veröflfentlicht, die, wie das von v. Lang^ 
die elementare Geometrie fast ausschließlich anwenden, doch 
wurde Sella^ Verdienst in dieser Richtung niemals erwähnt. 

Ich hoflfe, daß unsere deutsche Übersetzung zur Würdigung 
der theoretischen Arbeiten Sella^ unter den Fachgenossen im 
Auslande beitragen wird. 

1) ZuS.3, Die erste Abhandlung führt den Titel: »SuUa 
legge di connessione delle forme cristalline di una stessa 
sostanza.« Sie bildet einen Teil einer ausführlichen Schrift 
über die Kristallformen des Rotgültigerzes, die in der Sitzung 
vom 10. Februar 1856 an der Turiner Akademie der Wissen- 
schaften gelesen, aber nie veröffentlicht wurde. Der hier 
wiedergegebene Teil wurde in Nuovo Cimento, 1856 (1), 4 
veröffentlicht. 

Das Grundgesetz der geometrischen Kristallographie drückt 
man gewöhnlich auf zweierlei Art aus: entweder durch Achsen 
oder durch Zonen. Eine dritte Art ist das sogenannte Gesetz 
der rationalen Doppelverhältnisse**). 

In vorliegender Abhandlung bewies Sella die zwei erst- 
genannten Ausdrücke mit Anwendung der elementaren Geo- 
metrie und gab einen neuen Ausdruck des Gesetzes, nämlich 
auf Grund eines EUipsoids, dessen konjugierte Durchmesser 
drei Kristallkanten sind, deren Länge durch eine vierte Kristall- 
fläche bestimmt ist. Es ist zu bemerken, daß dieser elegante 
Ausdruck fast niemals in den Lehrbüchern der Kristallographie 
erwähnt wurde, obwohl seine Wichtigkeit klar ist, besonders 
in bezug auf die Relationen mit anderen, die physikalischen 
Eigenschaften der Kristalle darstellenden Ellipsoide. Q. Sella 
hat in dieser Abhandlung nicht nur theoretische Fragen be- 
handelt, sondern auch gezeigt, wie man in sehr einfacher und 
allgemeiner Weise wichtige Aufgaben auflösen kann, die bei 
der Zeichnung der Kristalle oder bei Anfertigung ihrer Modelle 
vorkommen. Diese Auflösungen waren bis dahin sehr ver- 



*) In dem Lehrbuch der geometrischen Kristallographie von 
Th. Liebisch hat aber jedoch Determinantenrechnung eine große 
Anwendung gefunden. 

**) Besonders über diese letztere Art sehe man die letzte Auf- 
lage der Physikalischen Kristallographie von P. v, Groth S. 315 ff. 
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wickelt; ferner hatten sie den Nachteil, nur für spezielle Fälle 
gültig zu sein: Sella beschäftigte sich dagegen mit der g&nz 
allgemeinen Aufgabe. 

2) Zu S. 3. Bei wörtlicher Übertragung des vom Verf. 
benutzten Ausdrucks bezeichnet hier »Kristallsysteme den 
Kristallfächenkomplex oder das System des Flächenkomplexes 
einer Substanz. »Kristalltypen« entspricht dem jetzt üblichen 
Ausdruck »Kristallsystem«. 

3) Zm S. 9, Diese Aufgabe hat Sella in einer anderen 
Abhandlung, die den zweiten Teil dieses Heftes bildet, aus- 
führlich behandelt. 

4) Zu S. 9. »Vier Ebenen usw. gegeben«: es ist still- 
schweigend vorausgesetzt, daß sie nicht zu je dreien einer 
und derselben Geraden parallel sind. 

5) Zu S, 13. Die vom Verf. für die verschiedene!! Kristall- 
systeme angewandte Bezeichnungsweise ist zum Teil auJJer 
Italien wenig verbreitet. Monometrisches System bedeutet 
kubisches (reguläres) S.; dimetrisches S. = tetragonales S.; 
trimetrisches S. = rhombisches S. Die anderen Namen sind 
die gewöhnlichen. 

Unter den Kristall typen erwähnt Sella in diesem 13. Art. 
auch das dikline System, wie viele andere Kristallographen 
damals und auch später (so z. B. Qrailich (1859), Handl (1859), 
Schabus (1862)) es taten. Dieses System hatte Mitsckerlich 
begründet: seine Eigenschaften wären bekanntlich die des tri- 
klinen Systems, nur müßten zwei Koordinatenebenen rechtwinklig 
sein, und das der Schnittrichtung dieser beiden Ebenen par- 
allele Prisma muß vierflächig sein. Besonders Oadolin*) bewies 
später, daß ein diklines System unmöglich ist, weil es nicht 
in die 32 Kristallklassen paßt. 

6) Zu S, 14. Die zweite Abhandlung hat den Titel: »Sul 
cangiamento di assi in un sistema cristallino«. Dieser und der 
folgende Aufsatz wurden als Anhang (A) und (B) zur Abhand- 
lung über die Kristallformen des Bors veröffentlicht, die an 
der Turiner Akademie der Wissenschaften in der Sitzung vom 
14. Juni 1857 gelesen wurde: sie erschien in den »Memorie« 
dieser Akademie (1858 (2), 18). Die Schrift über die Trans- 
formation der Achsen bildet den Anhang (A). 



*) Abhandlung über die Herleitung aller kristallographischen 
Systeme usw. Ostwalds Klassiker Nr. 76, S, 46 — 47 — Deutsch 
herausgegeben von P. von Grotk. 
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In diesem Anhang wurde der Gebrauch der Determinanten- 
rechnung zum ersten Male vorgeschlagen, zur Darstellung der 
wichtigsten kristallographischen Formeln. SeUa hat in glück- 
licher Weise die Vorteile der Methode an der Behandlung 
der so wichtigen und häufig vorkommenden Aufgabe der Trans- 
formation der Achsen erläutert. 

7) Zw Ä 21. Die dritte Abhandlung hat den Titel: > Sülle 
proprietä geometriche di alcuni sistemi cristallini«. Sie bildete den 
Anhang (B) zur Abhandlung über die Kristallformen des Bors. 

In dieser Schrift leitet Sdla eine Reihe wichtiger Eigen- 
schaften der Kristallsysteme her, die nur z. T. oder gamicht in 
ihrer vollkommenen Allgemeinheit früher erwähnt worden waren. 

Die zugrunde gelegte Hypothese über die Parameter ist 
in der Natur nur annähernd erfüllt, mit Ausnahme von Spezi al- 
f^len. Als Sella diese Arbeit verÖflPentlichte, hielt man diese 
Hypothese, wenn auch unter anderer Form, für vollkommen 
genau: so hatte Weiss geäußert, die Grundparameter könnten 
in den Kristallsystemen mit rechtwinkligen Achsen nur in 
Quadratwurzelgrößen ihren naturgemäßen Ausdruck finden, und 
Naumann hatte keinen Zweifel, daß die Grundparameter andere 
als rationale Zahl werte oder Quadratwurzelwerte haben könnten. 
Sella ist aber in seinen Äußerungen viel weniger entschieden 
als Naumann^ und im 14. Art. sagt er ausdrücklich, daß man 
die in Rede stehende Hypothese nicht als vollkommen der 
Wahrheit entsprechend betrachten dürfe, und so ist er vor 
vielen Jahren der Beurteilung der Kristallographen voraus- 
gegangen. 

Obwohl die geometrischen Eigenschaften, die Sella in dieser 
Abhandlung behandelt, nicht allgemein oder nur annähernd 
gültig sind, da sie nur auf Grund der genannten Hypothese 
bestehen, die nur in Spezialfällen genau befriedigt ist, so sind 
sie doch sehr wichtig, denn die Hypothese über die Parameter 
kommt in vielen Fällen der Wahrheit sehr nahe. Ferner können 
die Sätze, die in dieser dritten Abhandlung behandelt sind, 
in der Untersuchung der Zwillinge von großem Nutzen sein, 
wie dies Sella am tetragonalen, diamantartigen Bor zeigt. 

8) Zm S. 24. Dieses Gesetz ist kein allgemeines Natur- 
gesetz; es gilt bekanntlich genau und in ganzer Allgemeinheit 
nur für das reguläre System, in dem die Hypothese über die 
Parameter befriedigt ist; die Formel, die die Tangente des 
von zwei Flächen einer Zone gebildeten Winkels gibt, enthält 
nur die Indizes der Flächen selbst, und zwar ganze Zahlen. 
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Der Beweis Sellas ist viel kürzer, einfacher und eleganter 
als der iVawmowws*), daher erscheint Sellas Bemerkung, die 
Vergleichung der beiden Methoden zeige die Vorteile der An- 
wendung der elementaren Geometrie in der Kristallographie, 
vollkommen gerechtfertigt. 

9) Zu S. 28. Dieses Theorem hatte zu Sellas Zeit große 
Wichtigkeit, weil das monokline System von vielen als Hemi- 
edrie des rhombischen Systems, und das trikline System als 
Tetartoedrie desselben Systems betrachtet wurde. Die An- 
wendung recktwinkliger Achsen für monokline und trikline 
Substanzen war üblich. Erst viele Jahre später erkannte man, 
daß der Wert 90° für die Achsenwinkel keine höhere Be- 
deutung als jeder andere einzelne Winkelwert habe, besonders 
wenn man bedenkt, worauf P. Oroth**) hingewiesen hat, daß 
diese Winkel mit der Temperatur veränderlich sind. 

10) Zu S. 30, Vom theoretischen Standpunkte aus ist die 
Untersuchung der Bedingungen interessant, die erfüllt werden 
müssen, damit ein Kristalltypus sich vom regulären System 
herleiten lasse. Auch lange Zeit nach dieser Arbeit Sellas hat 
diese Aufgabe die Aufmerksamkeit der Forscher erregt. 



*) Naumann, wandte zuerst dieses »Gesetz« in seiner Allge- 
meinheit an. 

**) Anmerkungen zu GadolinB Abhandlung über die Her- 
leitung usw. Oskcalds Klassiker Nr. 75, S. 92. 



Druck von Breitkopf k Härtel in Leipzig. 
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Nr. 92. H. Kolb6, Über den natürlichen Zasammenhang der oigan. mit den 
unorganisch. Yerbludungen, die ^wissenschaftliche Grundlage zu einer 
naturgemäßen Klassifikation der organ. chemischen Körper. (1859.) 
Herausgegeben von Ernst von Meyer. (42 S.) JU — .70. 

> 94. E. Mitseherlich, Über das Verhältnis zwischen der chemischen 

Zusammensetzung u. der Eristallform arseniksaurer und phosphor- 
saurer. Salze. (1821.) Herausgeg. von P. Groth. Mit 35 Figuren 
im Text. (59 S.) M 1.—. 

> 98. Über das Benzin und die Verbindungen desselben. (1834.) 

Herausgegeben von J. Wislicenus. (39 S.) Jl — .70. 

> 100. 6f. Kirchhoff, Emission u. Absorption : 1. Fraunhofersche Linien. 

(1859.) — 2. Zusammenhang zwischen Emiss. u. Absorption. (1859.) 
— 3. Verhältnis zwischen Emiss.- u. Absorptionsvermögen der Korper 
für Wärme u. Licht. (1860—1862.) Herausg. v. Max Planck. Mit 
dem Bildniss von G. Kirch hoff u. 5 Textfiguren. (41 S.) M 1. — . 

» 104. C. M. Gnldberg und P. Waage, Untersuch, über die chemischen 
Affinitäten. Abhandl. aus den Jahren 1864, 1867, 1879. Übersetzt 
und herausg. von R. Abegg. Mit 18 Tafeln. (182 S.) jU 3. — . 

> 114. Alessandro Volta, Briefe über tierische Elektrizität (1792.) 

Herausg. von A. J. von Oettingen. (162 S.) M 2.50. 

» 118. Untersuch, über den Galvanismus. (1796 — 1800.) Herausgeg. 

von A. J. von Oettingen. (99 S.) Jl 1.60. 

» 124. H. Helmholtz, Abhandlungen zur Thermodynamik. Herausgegeben 
von Dr. Max Planck. (84 S.) url.40. 

> 125. John MayOW, Untersuch, üb. d. Salpeter u. d. salpetrigen Luftgeist, 

d. Brennen u. das Atmen. Hrsg. v. F. G. D onnan. (56 S.) Jl 1. — . 

> 132. Thomas Andrews, Kontinuität der gasförmigen und flüssigen Zu- 

stande der Materie und über den gasförmigen Zustand der Materie. 
Herausg. von A. v. Oettingen und Kenji Tsuruta aus Japan. 
Mit 12 Textflguren. (82 S.) u8f 1.40. 

» 134. Michael Faraday, Experim.-Unter8. Hrsg. V. A. J. V. Oettingen. 
XVL u. XVn. Reihe. Gegen Contacttheorie. Mit 18 Textfig. (103S.) 
Ji 1.60. 

> 136. XVm. u. XIX. Reihe. Drehg. d. Polaris.-Ebene. Mit 

11 Textfig. {58 S.) uri.20. 

> 137. Angnst Horstmann, Abhandl. zur Thermodynamik ehem. Vorgänge. 

Herausg. v. L H. van't Hoff. Mit 4 Textflguren. (72S.) url.20. 

> 139. C. M. Guldberg, Thermodynamlsche Abhandl. über Molekulartheorie 

u. chemische Gleichgewichte. Drei Abhandlungen aus den Jahren 
1867, 1868, 1870, 1872. Aus dem Norwegischen übersetzt und 
herausg. von R. Abegg. Mit 9 Textflguren. (85 S.) e/4f 1.50. 

> 145. August Kekule, Über die Konstitution u. die Metamorphosen der 

ehem. Verbindungen u. über die ehem. Natur d. Kohlenstoffs. Unter- 
such, über aromatische Verbindungen. Herausgeg. von A. Laden- 
burg. Mit 2 Textflguren u. einer Tafel. (89 S.) uri.40. 

> 150. Joseph Fraunhofer, Bestimmung des Brechungs- und Farben- 

zerstreuungs- Vermögens verschied. Glasarten in bezug auf die Ver- 
vollkommnung achromatischer Femrohre. Herausgegeben von 
A. y. e 1 1 i n g e n. Mit einem Bildnis, 6 Figuren im Text und 2 Figuren 
auf einer Tafel. (36 S.) .^1.20. 

» 152. Theodor VOnGrotthuß, Abhandlungen über Elektrizität und Licht. 

Herausgegeben von R. Luther und A. v. Oettingen. Mit einem 

Bildnis und 5 Textflguren. (199 S.) M 3.—. 
» 155. QuintinoSella, Abhandlungen zur Kristallographie. Herausgegeben 

von F. Z a m b n i n i in Neapel. Mit 8 Textflguren. (44 S.) uT —.80. 
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